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Введение

Настоящий курс входит в программу подготовки магистров по специальности «15.04.04 Автоматизация технологических процессов и производств» по научному направлению «Интеллектуальные системы сбора и анализа больших данных» и «Автоматизация процессов и производств нефтегазового комплекса». 
При проектировании современных систем управления технологическими процессами и производствами необходимо учитывать высокие требования по качеству процессов, прорекающих в таких системах, и качеству выпускаемой продукции. Также добавляются требования по обеспечению определенных технических, временных и других нормативов и все это жестко ограничивается рамками инвестиций. Проектирование в этом случае сводиться к решению задачи определения структуры и параметров системы управления, которые обеспечат решение всех вышеперечисленных задач наилучшим образом. В теории управления принято называть наилучшее решение оптимальным, а системы, реализующие такие решения, оптимальными системами управления. 

В своей повседневной деятельности мы привыкли полагаться на цифры, которые позволяют дать количественный анализ всех событий и процессов сопровождающих нас. Так Антуан де Сент-Экзюпери сказал по этому поводу следующее: “Взрослые очень любят цифры… Когда говоришь взрослым: «Я видел красивый дом из розового кирпича, в окнах у него герань, а на крыше голуби» - они никак не могут представить себе этот дом. Им надо сказать: «Я видел дом за сто тысяч франков», - тогда они восклицают «Какая красота»”. В теории оптимального управления также необходимо сначала сформулировать количественную задачу управления, а уже потом искать метод или способ, обеспечивающий ее наилучшее решение. При таком подходе наилучшее решение, как правило, доставляет минимум или максимум некоторой функции или функционала. 

В математике решение задач на поиск минимумов или максимумов получило название выпуклый анализ, а сами задачи стали выпуклыми экстремальными задачами. Около трехсот лет назад выяснилось, что некоторые задачи естествознания, а именно, что многие законы природы, допускают вывод из так называемых «вариационных принципов», согласно которым истинное движение механической системы, света, электричества, жидкости, газа и т.п. можно выделить из произвольной совокупности допустимых движений тем, что они минимизируют или максимизируют некоторые величины. 

В 20-м столетии потребности техники, в частности космической, выдвинули серию задач, которые также не поддавались вариационному исчислению. Для решения таких задач была разработана новая теория, получившая название теория оптимального управления. Основной метод в теории оптимального управления был разработан в пятидесятые – шестидесятые годы советскими математиками Л.С. Понтрягиным и его учениками.

Для современных систем управления, функционирующих в условиях, изменяющихся во времени параметров самой системы управления и параметров воздействия окружающей среды, стало необходимостью определять не только оптимальные управления, но и разрабатывать алгоритмы и законы позволяющие варьировать оптимальное управление в случаях таких изменений. Системы управления способные изменять закон управления в зависимости от изменяющихся параметров внешней среды либо параметров самой системы принято называть адаптивными системами. Адаптивные алгоритмы управления получили распространение сравнительно недавно, но на сегодняшний день разработка таких систем является наиболее перспективным направлением проектирования систем управления.

1. Методы синтеза систем оптимального управления

Основные понятия теории оптимального управления. Критерии оптимизации и ограничения. Краевые условия 

Теория оптимальных систем автоматического управления направлена на дальнейшее развитие и совершенствование автоматических систем. Фундаментальные основы этой теории были заложены в трудах советских ученых: Л.С. Понтрягина, В.Г. Болтянского, А.А. Фельдбаума, В.А. Троцкого, А.М. Летова и других, а также американских математиков – Р. Беллмана, Дж. Лейтмана.

В наибольшей степени получили завершение два основных направления. Первое – это теория детерминированных оптимальных систем, второе – теория оптимального управления при случайных воздействиях. При детерминированном подходе полагают, что имеется полная информация об объекте и приложенных к нему воздействиях. Во втором случае эта информация носит случайный характер.

Задача определения оптимального управления для линейных объектов, описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями, в значительной степени решена. Что касается нелинейных объектов, то их оптимизация в настоящее время связана со значительными трудностями, и успех во многом определяется опытом и интуицией инженера-проектировщика.

Оптимальное управление может определяться в разомкнутой форме как функция времени (оптимальная программа), так и в замкнутой форме как функция переменных состояния системы (оптимальный регулятор). 

САУ называют оптимальной, если она является наилучшей в каком-либо смысле.

Наилучшие свойства системы определяются критериями качества, которые отражают различные стороны качества этой системы: точность, быстродействие, экономичность, надежность, сложность построения системы (ее структуру).

Основная задача управления динамическим объектом заключается в переводе объекта управления из некоторого начального состояния x(t0) в произвольно заданное конечное состояние x(tк) (x(t) – вектор состояния системы; t0, tк – начальный и конечный моменты времени управления).

Граничные или краевые условия – это совокупность начального и конечного состояний системы x(t0),  x(tк).

Краевые условия могут иметь различный характер.
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Рис. 1 .1

а) Краевые условия с закрепленными (фиксированными) концами, когда x(t0),  x(tк) определяются соответствующими точками, фиксированными в пространстве состояния системы.

б) Краевые условия с подвижными концами (или одним подвижным концом) в этом случае векторы состояния x(t0),  x(tк) или один из них ограничены некоторыми областями (линия, поверхность, гиперповерхность).

в) Краевые условия со свободным концом, здесь на вектор состояния x(tк) никаких условий не накладывается.

Критерий оптимальности

Перевод объекта управления из начального в конечное состояние для оптимальной системы должен выполняться с наилучшим качеством.

Критерий качества управления обычно задается в виде функционала
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где  x – переменные состояния системы;

u – управляющие воздействия.

Функционал – это функция от функции. Функционал это некоторая числовая функция, определенная на некотором множестве функции.
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Рис. 1.2 
F((( - время перевода материальной точки из положения А в положение В в зависимости от вида кривых (функция(, соединяющих эти точки.

Численное значение функционала J(x,u( зависит от вида функции x(t(, u(t(.

Функционал J(x,u( называют показатель качества, критерий оптимальности, целевая функция.
Этот функционал качества выбирают таким образом, чтобы он выражал или величину выигрыша max J(x,u(  (к.п.д., производительность( или величину потерь min J(x,u(  (затраты времени, энергии(.

Практически удобнее выбирать функционал качества J(x,u(  таким образом, чтобы оптимальный процессу соответствовал его минимум (min J(x,u( (.

Для систем оптимальных по быстродействию, функционал качества имеет вид
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Для оптимизации систем по расходу топлива используется функцтонал вида
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 – некоторые весовые коэффициенты, отражающие расход топлива на управление.

Для оптимизации систем с учетом времени переходного процесса и расхода топлива на управление
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где (, (i >0 – соответствующие весовые коэффициенты.

Ограничения
На переменные состояния объекта управления X(x1,x2,(,xn( накладываются ограничения, которые определяются дифференциальными уравнениями объекта управления
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Эти ограничения называют неголономными связями.
На переменные состояния  x1,x2, (,xn и управления могут накладываться ограничения вида
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Это объясняется  ограничением на мощности приводов и прочностью конструкции ОУ и условиями нормальной эксилуации.

Управления, удовлетворяющие условию (uj(((i называют допустимыми. Допустимые управления могут быть кусочно-непрерывными, кусочно-постоянными функциями. Именно такие управления обеспечивают оптимальные режимы.

Классификация задач оптимального управления 

А.
По виду ограничений различают задачи оптимального управления

а)
классического типа, когда ограничения задаются в виде равенства
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б)
неклассического типа, когда ограничения задаются в виде неравенств
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Б.
По виду краевых условий различают задачи

а)
с фиксированными (закрепленными) концами x(t0), x(tк) – точки в пространстве состояния.

б)
с подвижным правым концом ( x(tк) состоит из более, чем одной точки), с подвижным левым концом ( x(t0) состоит из более, чем одной точки), с подвижными концами.

в)
со свободным правым концом (на x(tк) никаких ограничений не накладывается).

В.
По времени начала и окончания оптимального процесса различают задачи

а)
с фиксированным временем, когда начальный t0 и конечный tк моменты фиксированы (заданы).

б)
с нефиксированным временем, когда один из моментов времени t0 или tк не фиксирован.

Г.
По критерию оптимальности различают

а)
задачу Больца, критерий оптимальности имеет вид
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б)
задачу Лагранжа, при этом критерий имеет вид
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в)
задачу Майера, при этом критерий имеет вид
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Задача Майера, в частном случае, когда функционал имеет вид 
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 называется задачей терминального управления, когда 
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 – задачей  максимального (оптимального) быстродействия.

Задачи Больца, Лагранжа, Майера эквивалентны в том смысле, что путем преобразования переменных можно от одной задачи перейти к другой.

Постановка задачи оптимального управления 

Задача оптимального управления формулируется следующим образом:

· для заданных уравнений объекта управления
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(или векторной форме 
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· ограничениях на управление и фазовые координаты вида 
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· и краевых условиях X(t0), X(tк) (левый и правый концы траектории).

Требуется найти такие оптимальные управления u*(t) и траекторию состояния x*(t), при которых критерий качества J(x,u) принимает минимальное значение
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Примеры постановки задач оптимального управления:

А.
Вывод летательного аппарата (ЛА) в заданную точку пространства состояния за минимальное время.

Б.
Перевод летательного аппарата на максимальную длительность.

В.
Вывод летательного аппарата на максимальную высоту.

Г.
Поворот вала двигателя на заданный угол за минимальное время.

Д.
Поворот вала двигателя на заданный угол за время Т при минимальном расходе энергии.

1.2 Методы классического вариационного исчисления

Создание вариационного исчисления. В 1696 г. появилась заметка И. Бернулли, озаглавленная «Новая задача, к решению которой приглашаются математики». В ней ставилась следующая задача. «В вертикальной плоскости даны две точки А и В (рис. 1.3). Определить путь АМВ, опускаясь по которому под действием собственной тяжести, тело М, начав двигаться из точки А, дойдет до точки В в кратчайшее время».

Решение этой задачи было получено самим И. Бернулли, а также Г. Лейбницем, Я. Бернулли и И. Ньютоном. Оказалось, что линией наискорейшего спуска (брахистохроной) является циклоида. После этих работ стали появляться и решаться задачи того же типа. И. Бернулли поставил перед своим учеником Л. Эйлером проблему найти общий путь их решения.
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                          Рис. 1.3                                               Рис. 1.4
В 1744 г. вышел труд Эйлера «Метод нахождения кривых линий, обладающих свойствами максимума и минимума или решения изопериметрической задачи, взятой в самом широком смысле», а в 1759 г. появилась работа Лагранжа и с ней новые методы исследования, которые составили новый раздел математики, названный Эйлером вариационным исчислением.

Понятия вариационного исчисления. Переменная величина J[x(t)] называется функционалом, зависящим от функции x(t), если каждой функции x(t) (из некоторого класса функций) соответствует число J. Аналогично определяются функционалы, зависящие от нескольких функций.

Функционал J[x(t)] достигает на x0(t) минимума, если его значение на любой близкой к x0(t) кривой 
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не меньше, чем J[x0(t)], т. е.
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Аналогично определяется кривая, на которой реализуется максимум. В этом случае 
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для всех кривых, близких к кривой x0(t).

Уточним понятие близости кривых. Кривые x(t) и 
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близки в смысле близости нулевого порядка, если модуль разности x(t) - 
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мал. Кривые x(t) и 
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близки в смысле близости 1-ого порядка, если модули разности x(t) - 
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малы. Кривые x(t) и 
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xi(t) – i-я производная, ε – достаточно малое число. На рис. 1.3  изображены кривые, близкие в смысле близости нулевого порядка (координаты их близки, а направления касательных существенно различаются), а на рис. 1.4 приведены кривые, близкие в смысле близости 1-ого порядка.

Если функционал J[x(t)] достигает на кривой x0(t) минимума или максимума по отношению ко всем кривым, близким к x0(t) в смысле близости нулевого порядка, то такой минимум (или максимум) называется сильным.

Если функционал J[x(t)] достигает на кривой x0(t) минимума или максимума лишь по отношению к кривым x(t), близким к x0(t) в смысле близости 1-ого порядка, то такой минимум (или максимум) называется слабым. Очевидно, что если достигается сильный минимум (максимум), то достигается и слабый. Далее, если не оговорено противное, будет подразумеваться слабый минимум (максимум).

Разность функций 
[image: image31.wmf])
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 - x(t) = δ x(t) называется вариацией (приращением) аргумента x(t) функционала J[x(t)].
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                Рис. 1.5                                                          Рис. 1.6
 Задача с закрепленными концами и фиксированным временем.

Исследуем на экстремум (максимум или минимум) функционал
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где 
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 - непрерывная и трижды дифференцируемая функция своих аргументов.

Искомая функция (для которой этот функционал принимает экстремальное значение) удовлетворяет краевым условиям

x(t0)=x0, x(t1)=x1.                                                   (1.2)

Задача о нахождении экстремума функционала (1.1) при условиях (1.2), в которых x0 и x1 – заданные числа, называется вариационной задачей с закрепленными граничными точками. Непрерывно дифференцируемые функции x(t), определенные на [t0, t1] и удовлетворяющие условиям (1.2), называются допустимыми функциями.

Переходя к решению вариационной задачи, допустим, что её решение – кривая x0(t) – найдено. Возьмем некоторую функцию 
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и включим её в однопараметрическое семейство кривых
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где α – некоторое число.

Концы варьируемых кривых естественно также закреплять в точках (1.2) (рис. 1.6), и поэтому

x(t0,α) = x0,  x(t1,α) = x1.                                        (1.4)

Рассмотрим значения, которые принимает функционал (1.1) на кривых семейства (1.3),
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где 
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Нетрудно видеть, что при известных кривых x0(t) и 
[image: image38.wmf])
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функционал (1.1) становится функцией α. Эта функция достигает своего экстремума при α=0, т.к., по определению, x(t, 0)=x0(t).

Необходимым условием экстремума функции J(α) при α=0 является, как известно, равенство
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Подставляя в это условие выражение (1.5), получим


[image: image40.wmf].

0

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

(

)

,

(

)

(

1

0

1

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

ò

ò

ò

=

=

=

=

=

dt

t

x

x

д

д

t

x

дx

д

dt

t

x

x

д

д

t

x

дx

д

dt

д

t

x

д

x

д

д

д

t

дx

дx

д

d

dJ

t

t

t

t

t

t

&

&

&

&

&

&

d

j

d

j

d

j

d

j

a

a

j

a

a

j

a

a

a

a

a

a

a


После интегрирования по частям
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и тогда запишем (1.6) окончательно с учетом краевых условий δx(t0)= δx(t1)=0 в виде
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В этом выражении сомножитель 
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является на кривой x0(t), реализующей экстремум, заданной непрерывной функцией, а второй сомножитель δx(t) – произвольная (в силу произвола при выборе функции 
[image: image44.wmf])

(

t

x

) дифференцируемая функция.

При этих условиях из (1.7) следует тождество
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которое выполняется на экстремалях x0(t).

Доказательство того, что (1.8) следует из (1.7), опирается на основную лемму вариационного исчисления, которая формулируется так: если для каждой непрерывной функции η(t) (удовлетворяющей условию η(t0)= η(t1)=0)
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где μ(t) – непрерывная на отрезке [t0, t1] функция, то μ(t) ≡ 0 на том же отрезке.

Для доказательства леммы предположим (в противоречии с её утверждением), что в точке 
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 Тогда придем к противоречию с утверждением леммы. Действительно, из непрерывности функции μ(t) следует, что если 
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, то μ(t) сохраняет знак в некоторой окрестности 
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. Выбирая функцию η(t) сохраняющей знак на отрезке 
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 и равной нулю вне этого отрезка, заключаем, что произведение μ(t)η(t) сохраняет знак на отрезке 
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 и равно нулю вне этого отрезка и, следовательно,
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а это противоречие и доказывает лемму. Таким образом, x0(t) является решением уравнения
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которое называется уравнением Эйлера.

Принимая во внимание, что
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запишем (1.10) в развернутой форме:
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Его решение x(t, c1c2), где c1 и c2 – постоянные, определяемые краевыми условиями (1.2), называются экстремалями.

Уравнение Эйлера – Пуассона. Исследуем на экстремум функционал
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в котором функцию φ0 будем считать дифференцируемой по своим аргументам необходимое число раз.

Пусть граничные условия имеют вид
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где 
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 - заданные числа.

Нетрудно показать, повторяя изложенное при выводе уравнения Эйлера, что экстремали функционала (1.12) являются решением уравнения
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которое называется уравнением Эйлера – Пуассона. Это уравнение четвертого порядка, его решение x(t1, c1, c2, c3, c4) содержит постоянные ci 
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, которые определяются из граничных условий (1.13).

Задача с подвижными концами и нефиксированным временем. 

До сих пор при исследовании функционала (1.1) предполагалось, что граничные точки (t0, x0), (t1, x1) заданы. Теперь будем полагать, что одна или обе граничные точки могут перемещаться. Класс допустимых кривых в этом случае расширяется, так как кроме кривых сравнения, имеющих общие граничные точки с исследуемой кривой, можно брать кривые со смещенными граничными точками. Это означает, что если на какой-нибудь кривой x0(t) функционал (1.1) достигает экстремума в задаче с подвижными точками, то экстремум тем более достигается по отношению к более узкому классу кривых, имеющих общие граничные точки с кривой x0(t), и, следовательно, x(t) должна быть решением уравнения Эйлера (1.10).

Общее решение уравнения Эйлера содержит две произвольные постоянные, которые находятся при закрепленных границах из граничных условий, а при подвижных границах – из условий трансверсальности.

Эти условия имеют вид
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[image: image64.wmf];
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[image: image66.wmf].
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Если правая граничная точка (t1, x1) должна перемещаться по некоторой кривой x1≠ρ1(t1), то условия (1.16) принимают вид
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Аналогичный вид принимают условия (1.15), если левая граничная точка (t0, x0) перемещается по кривой x0= ρ0(t0).

Соотношения (1.15), (1.16) представляют собой четыре уравнения для определения четырех неизвестных: t0, t1 и произвольных постоянных c1 и c2, входящих в общее решение уравнения Эйлера. Часто числа t0 и t1 заданы, т.е. точки (t0, x0), (t1, x1) могут перемещаться только вертикально, и тогда условия (1.15), (1.16) принимают вид
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Второе необходимое условие экстремума (условие Лежандра). Экстремали функционала (1.1) с закрепленными концами удовлетворяют уравнению (1.10), которое выражает первое необходимое условие экстремума. Однако оставалось неясным, доставляют ли они функционалу (1.1) максимум или минимум? Ответ на этот вопрос дает теорема Лежандра, выражающая второе необходимое условие экстремума: для того, чтобы функционал (1.1) в задаче с закрепленными границами достигал на кривой x1(t) минимума (максимума), необходимо, чтобы вдоль этой кривой выполнялось условие
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Метод классического вариационного исчисления для условного экстремума – уравнения Эйлера-Лагранжа. 

Вариационными задачами на условный экстремум (связанный экстремум) называются задачи, в которых требуется найти кривые, доставляющие экстремум функционалу, при этом помимо граничных условий они должны удовлетворять некоторым связям (условиям). Например, эти кривые должны иметь заданную длину (изопериметрическая задача) либо удовлетворять некоторой заданной системе дифференциальных уравнений (задача Лагранжа), либо лежать на некоторой поверхности.

Приведенная в первой главе задача об оптимальном программном движении является по математическому содержанию задачей на условный экстремум, в которой требуется найти вектор – функции x(t), u(t), доставляющие функционалу 
[image: image70.wmf]ò

=

1

0

)

,

,

(

0

t

t

dt

t

u

x

J

j

 минимум, причем эти функции должны удовлетворять дифференциальному уравнению
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а также интегральным связям 
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 и ограничениям 
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. Опустим пока эти связи и ограничения и для удобства изложения введем в функционал производные переменных состояния и управлений.

Итак, требуется найти экстремали функционала
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удовлетворяющие граничным условиям

x(t0)=x(0);                                                               (1.21)

x(t1)=x(1);                                                               (1.22)

и являющиеся решением уравнений связей (1.19). Эта задача называется задачей Лагранжа. Отметим, что если в функционале (1.20) отсутствует производная какой-либо из компонент векторов x или u, то, естественно, что граничные условия для нее не задаются.

Переходя к решению, введем в рассмотрение новый функционал
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в котором
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где ψ(t) – n-мерный вектор, компонентами которого являются пока неопределенные функции, называемые множителями Лагранжа. С помощью этих множителей задача об условном экстремуме функционала (1.20) сводится к задаче на безусловный экстремум функционала (1.23). Уравнения Эйлера для безусловных экстремалей функционала (1.23) имеют вид:


[image: image77.wmf]);

,

1

(

0

)

(

)

(

0

1

0

n

i

x

д

д

t

dt

d

дx

д

t

дx

д

i

i

i

j

n

j

j

i

=

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

-

å

=

&

j

y

j

y

j

                        (1.25)


[image: image78.wmf]);

,

1

(

0

)

(

0

1

0

m

k

u

д

д

dt

d

дu

д

t

дu

д

k

k

j

n

j

j

k

=

=

-

-

å

=

&

j

j

y

j

                             (1.26)


[image: image79.wmf]).

,

1

(

0

~

0

n

i

x

д

д

i

i

i

=

=

-

=

j

y

j

&

                                                (1.27)

Уравнения (1.27), (1.25), (1.26) образуют систему из 2n+m уравнений, которые называют уравнениями Эйлера – Лагранжа, для определения такого же числа неизвестных xi(t), ψi(t) 
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Если кривые xi(t), uk(t) 
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 доставляют безусловный экстремум функционалу (1.23), то на них достигается и условный экстремум функционала (1.20). Действительно, если на указанных кривых достигается безусловный экстремум функционала (1.23), то они удовлетворяют уравнениям Эйлера (1.27), (1.25), (1.26). Это означает (см. (1.24)), что на таких кривых значение функционала J1=J. И если они доставляют безусловный экстремум функционалу (1.23), то они будут доставлять экстремум и в более узком классе кривых, удовлетворяющих уравнениям связей (1.27).

Обратное утверждение о том, что функции xi(t), uk(t) 
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, доставляющие условный экстремум функционалу (1.20) при наличии связей (1.27), будут являться безусловными экстремалями функционала (1.23), дает следующая теорема.

Если функции xi(t), uk(t) 
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 доставляют экстремум функционалу (1.20), удовлетворяют уравнениям связи (1.27) и краевым условиям (1.21),(1.22), то существуют такие множители ψ1(t)…, ψn(t), что эти функции удовлетворяют уравнениям Эйлера (Эйлера – Лагранжа) для функционала (1.23).

К задачам на условный экстремум относиться также изопериметрическая задача, которая формулируется так: среди всех кривых, удовлетворяющих граничным условиям (1.21), (1.22) и равенствам
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где 
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, требуется найти кривые xi(t), uk(t) 
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, на которых достигается экстремум функционала (1.20).

Изопериметрическая задача сводится путем введения вспомогательных множителей ψi (здесь ψi – некоторые числа, 
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) к задаче на безусловный экстремум функционала
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Задачи Майера и Больца. В более общем случае функционал (1.20) и граничные условия (1.21), (1.22) имеют вид:
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где 
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 - заданная функция; q1≠0, q2≠0, то задача о нахождении экстремалей этого функционала, удовлетворяющих уравнениям связи (1.27) и граничным условиям (1.29), называется задачей Больца. Если в (1.28) q1=0, то она называется задачей Майера. При q2=0 это задача Лагранжа.

Покажем, что задачи Больца и Лагранжа сводятся к задачи Майера. Действительно, если дополнить уравнения (1.27) уравнением 
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, а граничные условия(1.29) – равенством x0(t0)=0, то функционал (1.28) примет вид J=q1x0(t1)+q2ν0. Верно и обратное. Действительно, рассмотрим вместо функционала

J=ν0(x(1), t1)                                                             (1.30)

в задаче Майера функционал

J1=ν0(x(1), t1) - ν0(x0, t0).                                                    (1.31)

Поскольку ν0(x0, t0) – известная величина, то экстремали функционалов (1.30) и (1.31) совпадают.

С другой стороны, нетрудно видеть, что
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а задача об экстремуме этого функционала на связях (1.27) – это уже задача Лагранжа.

Покажем также, что задача Больца эквивалентна задаче Лагранжа. В связи с этим запишем функционал (1.29) как
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дополним уравнения (1.27) уравнением 
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, а краевые условия (1.29) – равенством xn+1(t0)=ν0/(t1-t0). Тогда из уравнения связи следует xn+1(t0)=const=ν0/(t1-t0), и, следовательно, задачи Больца и Лагранжа эквивалентны. Выбор той или иной формы вариационной задачи определяется соображениями удобства ее формулировки.

В заключение отметим, что в связи с задачами оптимального управления в последние десятилетия уравнения Эйлера, Эйлера – Лагранжа были получены для дискретных систем с распределенными параметрами.
1.3 Задача об оптимальном управлении как задача Майера и принцип максимума Понтрягина

Развитие систем управления, начиная с 40 годов, было связано с повышением требований по точности, быстродействию, надежности с одновременным уменьшением габаритов, весов, ресурсов. Для их создания потребовался аппарат вариационного исчисления. Но здесь возникли трудности:

· из-за ограничений на управление (мощность, механические ограничения по повороту), оптимальные управления оказались кусочно-непрерывными функциями с точками разрыва 1-го рода, число которых неизвестно.

Это противоречило предположению классического вариационного исчисления о непрерывности экстремалей.

Поэтому начались работы по созданию новой теории оптимального управления. В 1956-60 г.г. Понтрягин и его ученики (Болтянский, Галекрелидзе, Мищенко( разработали новую теорию.

Основным результатом этой теории является принцип максимума, который определяет необходимые условия оптимальности для широкого круга задач оптимального программного управления (известно, что задачи Больца и Лагранжа сводятся к задаче Майера(.

Для удобства рассмотрения задачи об оптимальности (программном( управлении будем полагать объект стационарным (автономным(, а задачу представим в форме задачи Майера.

Пусть объект управления описывается уравнением
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Назовем допустимыми уравнениями ui(t(, те, которые являются кусочно-непрерывными и имеют ограничения вида (1.33(.

Концевые условия
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Глава 1 Функционал качества
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Требуется перевести объект из x(t0( ( x(tк(, используя только допустимые управления, таким образом, чтобы критерий качества (1.36) принимал наименьшее значение.

Отметим, в отличие от вариационного исчисления, здесь имеет место ограничение (1.33), кроме того функции 
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 явно не зависят от t (стационарные) (Если бы зависело от t, то вводится новая переменная 
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, и t исчезает, больше похоже на заклинание).

Здесь критерий качества выступает в форме Лагранжа
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Эту задачу можно представить как задачу Майера. Действительно, введем новую координату состояния x0, которая удовлетворяет дифференциальному уравнению
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Дополним левый конец краевых условий (1.34) равенством
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Теперь можем сформулировать поставленную задачу как задачу Майера: требуется найти допустимое управление, переводящее объект (1.32), (1.37)
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из состояния (1.34), (1.38)
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в состояние (1.35)
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таким образом, чтобы переменная x0(t) в момент tк принимала наименьшее значение.

 Принцип максимума Понтрягина 

Принцип максимума был разработан группой советских ученых под руководством академика Л.С. Понтрягина в период 1956-1960 г.г. Принципом максимума Л.С. Понтрягин назвал теорему о необходимом условии оптимальности, которая была сформулирована им в этот период.

Рассмотрим некоторые положения оптимизации систем с использованием принципа максимума.

Пусть объект управления описывается дифференциальными уравнениями:
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где
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вектор состояния;
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вектор управления.

Требуется перевести объект из начального состояния при 
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Таким образом, краевые условия:
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и время перевода 
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 полагаются заданными. На вектор управления накладывается ограничение
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где V( некоторая ограниченная область.

 Требуется определить оптимальное управление u*(t) и траекторию состояния x*(t), которые обеспечивают минимизацию функционала качества
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Считают, что все функции fi(x,u,t), i=0,1,2,(,n непрерывны по переменным xi(t),
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Для решения задачи вводится дополнительная переменная из условия 
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, эта переменная определяется функционалом качества x0=J(x,u) и поэтому в процессе решения задачи должна принимать минимальное значение.
Далее составляется функция Гамильтона (Гамильтониан)

[image: image128.wmf](

)

(

)

(

)

å

=

×

=

n

i

i

i

t

u

x

f

t

u

x

H

0

,

,

,

,

y

y

,                                     (1.42)

где функции (i(t) должны удовлетворять уравнениям:
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Уравнения (1.11) называют сопряженными. Это вытекает из определенной симметричности записи уравнений:
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Поскольку все функции fi(x,u,t(, i=0,1,2,(,n не зависят от переменной x0, то 
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Формулировка принципа максимума.
Для оптимальности управления u*=(u1,u2,(,um( и траектории состояния x*=(x1,x2,(, xn( необходимо существование такой ненулевой непрерывной функции (*=((0, (1,(, (n( сопряженных уравнений, что при любом t(t0 ( t ( tk( функция Гамильтона H((,x,u(  переменного u(V достигает в точке u=u*(t( максимума
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Особенности применения метода

Применение принципа максимума позволяет заменить вариационную задачу отыскания экстремума функционала качества J(x,u) по управлению u более простой задачей определения параметра u, обеспечивающего максимум функции H(u) (отсюда и название максимума).

При оптимальном управлении функции H(t) и 
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 относительно управления u(t). Затем отыскивается оптимальное управление как функция от вспомогательной функции 
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Основная трудность этой вычислительной процедуры заключается в решении двухточечной краевой задачи, поскольку начальные условия для 
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 ( неизвестны. Это заставляет использовать известный практический прием проб и ошибок, который сводится к назначению и последующей коррекции совокупности начальных условий для 
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В общем случае для нелинейных объектов принцип максимума дает только необходимые условия оптимальности, для линейных объектов эти условия являются и достаточными.

Условия трансверсальности. Пусть в задаче об оптимальном программном управлении начальное (1.37) и конечное (1.38) состояния не фиксированы (а t0 и t1 заданы) и могут перемещаться по поверхностям: левый конец траектории xi(t) 
[image: image143.wmf])

,

1

(

n

i

=

 по поверхности ν01(x(0), t0)=0, а правый – по поверхности ν11(x(1), t1)=0.

Принцип максимума в этом случае в основном сохраняется (так как управление оптимальное при подвижных концах траектории xi(t) 
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, является оптимальным и в частном случае, когда концы закреплены), однако 2n граничных условий для системы (44), решения которых содержат 2n произвольных постоянных, определяются из условий трансверсальности:
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Если один из концов траектории x(t), например правый, закреплен, то граничные условия имеют вид
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1.4 Динамическое программирование Беллмана

Наряду с задачами оптимального управления в технике существуют задачи об оптимальном управлении в экономике, управлении войсками и т.д. (задачи об управлении запасами, ресурсами, составление расписаний, организация тыла). При этом обнаружилось, что процесс решения многих из них может быть представлен как некоторый многоплановый процесс принятия решений. Данная концепция получила название метода динамического программирования, что означает принятие решений во времени.

Основу метода динамического программирования, разработанного американским математиком Р. Беллманом, составляет принцип оптимальности, используя который выводят функциональное уравнение метода. Решение этого уравнения приводит к синтезу оптимального управления.

Принцип оптимальности. 

Рассмотрим задачу об оптимальном стабилизирующем управлении.

Пусть дан объект управления, описываемый уравнениями
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Требуется найти закон управления
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чтобы на движениях системы (1.47), (1.48), возбужденных произвольными начальными отклонениями, минимизировался функционал
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При этом на управления (1.48) наложены ограничения u(U. Для определенности часто будем полагать, что
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где 
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Отметим, что эта задача является вариационной задачей со свободным правым концом и фиксированным t1.

Для простоты изложения принципа оптимальности ограничимся частным случаем этой задачи, когда n=2, a m=1. В этом случае уравнения (1.47) и (1.48) примут вид:
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а функционал (1.3) запишется, если опустить для простоты t в φ0, как 
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Переходя к принципу оптимальности, допустим, что оптимальное управление (1.48) найдено. Этому управлению соответствует оптимальная траектория x1(t), x2(t), которую можно вычислить, подставляя в уравнения (1.47) функцию (1.48) и интегрируя (1.47) при некотором начальном условии x1(t0), x2(t0). Эта траектория приведена на рис.1.7.

Отметим какую-либо точку x( на оптимальной траектории и назовем участок между точкой x(0)={x1(t0), x2(t0)} и точкой x(={x1(t(), x2(t()} первым (траектория 1), а участок между точками x(={x1(t(), x2(t()} и x(1)={x1(t1), x2(t1)} назовем вторым участком траектории (траектория 2).


[image: image156]
Принцип оптимальности: независимо от того, каким путем система (1.47() достигла в момент времени t( точки {x1(t(), x2(t()}, её оптимальным последующим движением будет траектория 2.

Другими словами, второй участок оптимальной траектории является оптимальной траекторией. Это означает, что, если система, начав движение из точки x(0), оказалась в момент времени t( в точке x(, то оптимальное движение из этой точки будет совпадать с траекторией 2.

Обоснование принципа почти очевидно. Действительно, пусть движение из точки x( продолжается не по траектории 2, а по траектории 2( и при этом движении функционал
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принимает меньшее значение, чем на траектории 2. Тогда значение функционала (1.49() на траектории 1 - 2( будет меньшим, чем на траектории 1 – 2. Это противоречит предположению об оптимальности u.

Функциональное уравнение метода динамического программирования. 

Несмотря на почти очевидный, эвристический характер принципа оптимальности, он имеет своим следствием далеко не очевидное функциональное уравнение. Переходя к его выводу, введем обозначения для значений функционала на оптимальных траекториях:
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Представим (полагая t(=t0+(; ( - достаточно малое число) функционал (49() в форме
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Допустим, что оптимальное управление на втором участке известно. Значение, которое принимает функционал оптимизации при движении по этому участку, определяется выражением ([x1(t()x2(t()]. На основе принципа оптимальности можно записать функциональное уравнение
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Учитывая малость (, получим
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Минимизируя выражение в фигурных скобках по u(t0), получим оптимальное управление на первом участке. Однако в этом выражении функция ( неизвестна. В связи с этим преобразуем (1.51).

Используя разложение в ряд Тейлора, получим
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где 
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Подставляя эти выражения в (1.51), получим
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Сокращая ([x1(t0), x2(t0), t0] в обеих частях равенства и поделив результат на (, получим при ((0
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Учитывая, что полученный результат справедлив для любых x1(t0), x2(t0), t0, опустим индекс «0» и запишем
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В общем случае, когда n>2, m>1, это уравнение имеет вид 
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Если известно, что оптимальные управления находятся внутри множества U, либо если ограничения подобного рода вообще отсутствуют, то уравнение (1.53) можно представить как совокупность уравнений в частных производных:
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Таким образом, для решения задачи об оптимальной стабилизации необходимо решить, при краевых условиях
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специфическое уравнение в частных производных (1.53) либо систему из m+1 уравнений в частных производных (1.54), (1.55). В результате решения этих уравнений получим искомые оптимальные управления 
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, которая при xi=xi0, t=t0 является наименьшим значением функционала оптимизации
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если выполняются краевые условия (1.56). Действительно, пусть оптимальные управления определены. Тогда, вдоль оптимальных траекторий и управлений, управление (1.53) примет вид
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или
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Очевидно, что это уравнение можно записать в более компактной форме
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Интегрируя его в пределах от t0 до t1, заключаем, что
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Учитывая краевые условия (1.56), получим (1.57).

При t(( на оптимальное управление накладывается дополнительное требование асимптотической устойчивости. Если функции φ0 > 0 и ([x1,…,xn] > 0 для всех x1,…,xn, то система (1.51), (1.52) асимптотически устойчива.

Действительно, уравнение (1.58) является уравнением второго метода А.М. Ляпунова и поэтому для асимптотической устойчивости оптимальной системы достаточно положительно-определенной функции ((x1,…,xn), полная производная которой в силу дифференциальных уравнений (1.51) отрицательно-определенна.

Таким образом, если 
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 в уравнениях метода динамического программирования оказывается функцией Ляпунова, поэтому этот метод иногда называют методом Ляпунова – Беллмана. Заметим также, что для асимптотически устойчивой оптимальной системы краевое условие (1.56) выполняется автоматически.

Отметим в заключение, что если функционал оптимизации (1.49) имеет более общий вид
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то краевое условие (1.56) записывается как
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Особенности практического применения метода динамического программирования

Допустим, что удалось найти в явной форме управление, при котором выражение в фигурных скобках, входящее в (1.53), достигает минимума:

u=u(x, t, vx),                                                         (1.62)

где vx – вектор с компонентами 
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Подставляя это выражение в (1.53), получим нелинейное уравнение в частных производных первого порядка
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Численное решение этого уравнения при краевых условиях (1.61) представляет собой более трудную задачу, чем решение краевой задачи принципа максимума, так как там речь шла о краевой задаче для обыкновенных дифференциальных уравнений, а здесь о краевой задаче для уравнений в частных производных. Это увеличение трудностей численного решения естественно, так как на основе метода динамического программирования решается более сложная задача синтеза управлений, тогда как принцип максимума доставляет управления как функции времени. Кстати, эти функции получаются и применением метода динамического программирования к задаче об оптимальном программном управлении, если в управления 
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 подставить вместо 
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 оптимальные траектории.

Для решения уравнения (1.63) применяют известные методы решения уравнений в частных производных (разностные методы, метод характеристик, метод прямых и т.п.),  однако имеется специальный метод приближенного численного решения этого уравнения. Этот метод состоит в замене дифференциальных уравнений (1.47) системой дифференциально-разностных уравнений, а интеграла (1.49) – суммой и в использовании для нахождения оптимального дискретного управления в такой системе на основе функционального уравнения для дискретных систем. Собственно, исторически такое функциональное уравнение и было впервые получено при синтезе оптимального управления именно дискретных систем.
1.5 Синтез оптимального управления на основе траекторий состояния

Качественная сущность проблемы синтеза. 

Построение оптимального управления для линейных объектов 
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, будем искать как функцию переменных состояния (фазовых переменных). Для простоты полагаем управление скалярным (m=1), ограничение на управление – единичным (u*=1). Кроме того, не теряя общности рассмотрения, будем считать, что в конечный момент времени фазовая траектория (изображающая точка) должна попасть в начало координат 
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Траектории, соответствующие решениям этих уравнений, обозначим L+ и L- соответственно.

Поскольку оптимальное управление приводит объект в начало координат, то всегда существует такое состояние системы, что кривые L+ и L- проходят через начало координат (рис. 1.8). Части L+1 и L-1 этих кривых (полутраектории), приводящие изображающую точку в начало координат, объединим и обозначим L1. Очевидно, что изображающая точка попадает в начало координат обязательно по линии L1. Это происходит на последнем этапе оптимального процесса.

В течение оптимального процесса знаки управляющего воздействия чередуются, поэтому концы фазовых траекторий предпоследнего интервала принадлежат кривой L1. Фазовые траектории, соответствующие предпоследнему интервалу и заканчивающиеся на кривых L1+ и L1-, обозначим L2+ и L2-, при этом кривые L2+ заканчиваются на кривой L2-, а L2- – на L1+. Совокупность этих кривых при различных начальных условиях образуют две поверхности, каждая из которых имеет своим краем кривую L1. Обе поверхности стыкуются по линии L1 и образуют поверхность L2, двигаясь по которой изображающая точка попадает на линию L1 и по ней в начало координат.

Продолжая это построение, получим поверхности L3, L4, …, Ln-1, Ln. Если характеристический полином объекта имеет действительные корни, то процесс синтеза состоит в отыскании поверхности Ln-1, при этом оптимальный процесс протекает в течение n интервалов (имеет n-1 переключение). Если начальная точка расположена в области L+n, то в конце первого интервала фазовая траектория попадает на поверхность L-n-1, и т.д. К сожалению, эти поверхности описываются трансцендентными уравнениями, и поэтому задача синтеза (построение поверхности переключения Ln-1) решается в замкнутой форме лишь для систем второго и третьего порядка. Для систем более высокого порядка ограничиваются частными решениями либо синтезируют управление, близкое к оптимальному.

Синтез оптимальных регуляторов систем второго порядка. Пусть имеется объект управления, описываемый уравнением
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где 
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Требуется синтезировать управление 
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Вводя обозначения 
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Функция H1 и сопряженная система имеют в рассматриваемом случае вид
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Максимум функции H1 достигается при
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Решая систему (1.71), получаем
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Функция 
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 изменяет знак не более одного раза и это происходит в момент времени
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Для решения задачи синтеза оптимального управления построим фазовые траектории системы (1.68), (1.69) и найдем поверхность переключений. Исключая время t из уравнений (1.68), (1.69), поделим первое из них на второе:
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Интегрируя это уравнение при u=const, получим семейство парабол
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или
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Эти параболы, соответствующие значениям u, равным +1 и –1, приведены на рис. 1.9, 1.10.

Стрелки на параболах означают направление движения при росте t. Проверим указанные, например, на рис. 1.9 направления. Пусть u=+1, тогда из (1.69) получим
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Нетрудно видеть, что x2(t) увеличивается с ростом t, а на основе (1.68) заключаем, что x1 увеличивается со временем для тех значений t, при которых x2(t)>0.

При c=0 параболы L1+ и L1- описываются уравнениями
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и проходят через начало координат.

Куски этих парабол, приводящие фазовую траекторию в начало координат, образуют линию переключения, приведенную на рис. 1.11.
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Алгоритм оптимального управления и структурная схема системы.

Таким образом, на последнем интервале оптимального процесса изображающая точка попадает в начало координат по кривой L1+ или L1-. Линия L1 делит фазовую плоскость на две области D1 и D2, расположенные над линией L1 и под ней соответственно.

Если в начальный момент времени изображающая точка находится в области D1, например в точке M1, то следует принять u=-1, тогда фазовая траектория будет двигаться по дуге M1N1 параболы (1.76), проходящей через точку M1. В момент времени, когда изображающая точка попадает в точку N1, необходимо изменить управление на u=+1. Дальнейшее движение будет происходить по дуге N10. Кривая M1N10 является оптимальной траекторией, соответствующей начальному состоянию 
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Аналогично, если в начальный момент времени изображающая точка находилась в области D2, например в точке M2, необходимо принять u=+1. Изображающая точка будет двигаться по дуге параболы (77) и в точке N2 произойдет переключение управления на u=-1.

На основе (1.77) получаем уравнение кривой L1
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В соответствии с этим уравнением оптимальная функция управления может быть представлена выражением
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где
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Чтобы убедиться в его справедливости, покажем, что в области D1 имеет место соотношение σ1>0. Пусть изображающая точка расположена справа от линии переключения и выше оси x1. Ее движение происходит по траектории (1.76). Определим значение c. В связи с этим представим результат интегрирования уравнения (1.11) при u=-1 в виде
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и, следовательно, 
[image: image220.wmf]0

5

,

0

2

20

10

>

+

=

x

x

с

.

Подставляя выражение (1.76) в (1.82), получим
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Если изображающая точка расположена между осью x1 и кривой L+1, то x2>0 и подстановка (1.74) в (1.81) дает 
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. Действительно, для ординат x2 точки N1 справедливо соотношение 
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, которое получится, если в (1.82) подставить первое из выражений (1.76). При выполнении равенства 
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 изображающая точка попадает на линию переключения, для которой σ1=0. До попадания на линию переключения 
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 и поэтому σ1>0.
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Схема реализации оптимального закона управления (1.80) приведена на рис. 1.12.
В управляющей части системы используется нелинейный преобразователь (НП), формирующий функцию
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Опишем теперь решение задачи синтеза оптимального по быстродействию управления для объекта:
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Для построения фазовых траекторий поделим первое уравнение на второе
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Разделяя переменные, найдем решение этого уравнения при u=const:
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Полагая в этом выражении x10=x20=0, определим линии L1+ и L1-:
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Нетрудно показать, используя эти выражения, что уравнение линии переключения L1 имеет вид 
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, а оптимальное управление
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где
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1.6   Квазиоптимальные и терминальные системы управления

Сущность квазиоптимального управления.

Пусть имеется объект управления, описываемый уравнением 
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, где f- внешнее возмущение.

Применяя принцип максимума для поиска оптимальных по быстродействию систем, в предыдущем разделе были получены траектории состояния для такого объекта. Ими оказались параболы:
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или
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Эти параболы, соответствующие значениям u, равным +1 и –1, приведены на рис. 1.13, 1.14.

Для приведения объекта в равновесное состояние х1=х2=0 рассматривались те ветви парабол, которые приводят фазовую траекторию в начало координат, образуют линию переключения, приведенную на рис. 1.15.
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Однако, реальный объект находится под воздействием реальной среды движения, параметры которой могут быть отличны от расчетных. Кроме того, параметры самого объекта также способны изменяться (например, вес ракеты в полете, изменение коэффициентов трения в шарнирах рулевых машин при нагреве и т.д.). Все эти факторы оказывают влияние на динамику объекта управления, что выражается величиной f  в уравнении 
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 На плоскости состояния это отражается в деформации парабол, по которым перемещается изображающая точка.
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или
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Пусть на рис. 1.16 показаны для расчетных значений параметров и воздействий линия переключения L и оптимальная по быстродействию траектория состояния n0n10.

В дальнейшем, независимо от вариации параметров и возмущений, которые не измеряются, система остается настроенной на исходную линию переключения L и разработанный алгоритм управления.

Рассмотрим, как изменится траектория состояния оптимальной системы при вариации параметров и возмущения. Положим, что L1 – новая линия переключения системы, но в программе ВУ системы никаких изменений не произошло и система остается настроенной на исходную линию переключения L.

Изображающая точка системы из исходной точки n0 будет перемещаться уже по другой траектории n0n’1 до выхода на линию переключения L, в точке n’1 произойдет смена управления на –umax, но изображающая точка будет перемещаться не по исходной линии переключения L, а по реальной траектории состояния n’1n2 более сжатой по оси ординат 
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, что приводит к перемещениям с меньшими скоростями.

В новой точке n2 на линии переключения L вновь изменяется управление на + umax и изображающая точка начинает перемещаться по более крутой реальной траектории, и оказывается вновь слева от расчетной линии переключения L. Это приводит к изменению управления - umax и движению изображающей точки до  пересечения  с  линией  переключения L и новым  управлением + umax. Такое движение называют скользящим режимом, так как последовательное изменение знака управления приводит как бы к скольжению изображающей точки вдоль линии скольжения на участке n20.

Сравнивая оптимальную траекторию n0n10 системы до изменения параметров или возмущения с реальной траекторией n0n’1n20 после отклонения этих параметров и возмущения, можно сделать выводы:

1. Быстродействие системы значительно уменьшилось.

2. Характер движения системы стал колебательным, поскольку ошибка ( меняет свой знак.

Для возможной компенсации влияния вариации параметров на динамику оптимальной системы переходят к квазиоптимальному управлению, при котором обеспечивается режим, близкий к оптимальному. Квазиоптимальный режим рассчитывается из условия учета влияния наихудшей комбинации вариаций исследуемых параметров и возмущений на динамический процесс системы.

Особенности построения терминальных систем управления.

Терминальные системы обеспечивают выполнение краевых условий за фиксированное время или в заданной точке пространства. Наиболее широко терминальные системы применяются в космической, авиационной технике, робототехнике. Такие задачи как стыковка космических аппаратов, их мягкая посадка, маневрирование, точная ориентация исполнительных органов средств робототехники во времени и в пространстве носят терминальный характер.

Рассмотрим определение алгоритма терминального управления для обеспечения перевода изображающей точки из произвольной точки плоскости состояния системы ε, 
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 в начало координат за фиксированное время tср. 

Ранее был получен алгоритм оптимального по быстродействию управления исследуемой системы с учетом приложенных к системе воздействий и ограничения на управление 
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. В соответствии с этим алгоритмом было найдено оптимальное время tопт. , которое обеспечивает выполнение поставленной задачи за наименьшее время. Очевидно, что требуемое фиксированное время tср. терминального управления не может быть меньше tопт.
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	Рис. 1.17  Траектории состояния системы при различных управлениях
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	Рис. 1.18  Кривая зависимости 
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На рис.1.17 показаны траектории состояния системы при различных управлениях u, 
[image: image248.wmf](

)

4

3

2

1

u

u

u

u

>

>

>

 на начальных участках этих траекторий от начальной точки n0 до линии переключения 
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 оптимального по быстродействию управления. При выходе изображающих точек на линию переключения оптимального управления в соответствии с алгоритмом движение продолжается по этой линии переключения в начало координат, но уже максимальном по модулю управлении umax.

Для каждой траектории состояния ui,(u1=umax., u2,u3) рассчитываются временные интервалы t1=tопт., t2, t3, t4 перевода изображающей точки из начальной точки n0 в начало координат. На основе этой информации на рис.1.18 построена кривая зависимости ti=φ(ui), которая позволяет для произвольного фиксированного значения tср. из интервала (t1-t4) определять необходимое управление uср., обеспечивающее требуемое терминальное управление. Точность решения поставленной задачи будет зависеть от количества точек i при аппроксимации кривой ti=φ(ui).

Алгоритм терминального управления по переводу системы из начального положения n0 (рис.1.17) в конечное положение (начало координат) за требуемое фиксированное время tср. может быть записан так
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где α (  некоторая положительная величина.

Рассмотрим теперь траектории состояния терминального управления из начальной точки m0, лежащей слева от линии переключения 
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 оптимального управления вблизи от этой линии (рис.1.19).
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Рис. 1.19  Траектории состояния системы  при различных управлениях

Аналогично предыдущему случаю для различных управлений ui=(umax.>u2>u3>u4) определяется временные интервалы ti=tопт.,t2,t3,t4 перевода изображающей точки из начальной точки m0 в начало координат и графически строится зависимость ti=yi(ui), а по ней для требуемого фиксируемого значения tср. будет иметь вид
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где α (  некоторая положительная величина.

После определения алгоритма терминального управления строится соответствующая траектория состояния  с контролем времени движения системы для выполнения краевых условий. В случае необходимости корректируется величина uср1.
1.7. Аналитическое конструирование регуляторов
В 1960 году А.М. Летовым было получено аналитическое решение задачи об оптимальной стабилизации линейных стационарных объектов при квадратичном функционале качества. При таком подходе были преодолены трудности решения краевой задачи принципа максимума и метода динамического программирования. Это направление получило название аналитического конструирования оптимальных регуляторов (АКОР).

За рубежом это направление называется линейно-квадратичной оптимизацией, первая работа для линейных нестационарных объектов была выполнена Калманом тоже в 1960 году.

 Квадратичные критерии качества процесса управления  и их экстремали.
Рассмотрим линейную интегральную оценку
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· чем меньше J1, тем быстрее будет протекать переходный процесс (это для входной ступени). Но это справедливо только для апериодических процессов, процессов без колебательности.

· для колебательного процесса 
[image: image254.wmf].
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, но процесс без колебаний предпочтительнее.

Квадратичный критерий 
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J2 тем меньше, чем меньше tрег; меньше перерегулирование (; чем ближе h(t) к 1(t).

· большая величина J2 может соответствовать более плавному апериодическому процессу, по сравнению с более быстрым, но колебательным процессом. То есть квадратичный критерий J2 не дает представления о характере переходного процесса (колебательный или монотонный) (см. рис.1.20).
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Рис. 1.20
Учитывая эти недостатки J2 был предложен обобщенный интегральный критерий
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Суть минимизации этого критерия в том, что запрещаются большие отклонения как координаты (, так и ее производных. Поэтому при минимизации 
[image: image258.wmf]min
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должны получаться процессы быстрее и без значительных колебаний.

Обобщенный интегральный критерий JV получил большое распространение при косвенной оценке качества переходного процесса.

Рассмотрим условия минимизации функционалов качества.

Квадратичный критерий.
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Уравнение Эйлера определяет необходимое условие экстремума функционала
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То есть экстремум функционала JV имеет место на экстремалях, которыми являются решения уравнения Эйлера, то есть решениях этого уравнения. 

Имеем для 
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, здесь принято 
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Это означает, что переменная x должна скачком измениться из положения x0 до x=0. То есть процесс должен быть скачкообразным, а реальные системы все инерционные.

Обобщенный интегральный критерий.
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Составляем уравнение Эйлера.
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Получилось дифференциальное уравнение второго порядка
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Характеристическое уравнение для него
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Решение уравнения Эйлера принимает вид
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Постоянная интегрирования c2=0, так как по замыслу 
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, то есть система должна быть устойчивой.

Окончательно решение уравнения Эйлера имеет вид
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Таким образом, экстремалью для функционала 
[image: image274.wmf]1
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  будет экспонента.

Для разных ( получим поле экстремалей, из них нужно выбрать одну, которая наиболее полно отвечает системе (см. рис. 1.21).
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Рис.1.21
Рассмотрим более сложный обобщенный критерий
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Для нахождения экстремали функционала 
[image: image276.wmf]2
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 составляем уравнение Эйлера-Пуассона
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Получаем дифференциальное уравнение четвертого порядка
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Составляем характеристическое уравнение
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Решая это уравнение, получим четыре корня p1–p4, два из них p1, p2 с отрицательными вещественными частями, два других p3, p4 с положительными вещественными частями.

Так как система должна быть устойчивой, то будим учитывать только корни p1, p2 с отрицательными вещественными частями. В этом  случае решение уравнения Эйлера будет иметь вид
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Из начальных условий при  
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Решение уравнения Эйлера-Пуассона окончательно принимает вид
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Таким образом, экстремалью для функционала 
[image: image284.wmf]2
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 является решение дифференциального уравнения второго порядка. Любая другая кривая не будет экстремалью и значение интеграла не будет минимальным. Корни p1, p2 могут быть и комплексно-сопряженными, поэтому в этом случае экстремаль будет носить колебательный характер.

Для более сложной обобщенной интегральной оценки
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экстремалью будет решение дифференциального уравнения n-го порядка
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, если все корни pi – левые.

Следует отметить, что нельзя дать универсального критерия оптимальности, пригодного для всех видов систем управления, в каждом конкретном случае необходимо учитывать особенности систем и подбирать для нее соответствующий критерий, который бы наиболее полно учитывал особенности этой системы.

Аналитическое конструирование регуляторов на основе принципа максимума
Пусть объект управления описывается уравнением
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Краевые условия
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Ограничение на управление
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Критерий качества
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Требуется перевести объект управления 
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 в  при минимизации критерия качества 
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 с учетом ограничения на управление.

Согласно принципу максимума вводится дополнительная переменная
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Поэтому переходим к системе уравнений
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Функция Гамильтона имеет вид
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Сопряженная система дифференциальных уравнений для вспомогательных переменных имеет вид
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Далее находим 
[image: image299.wmf]const
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Из выражения для функции Гамильтона рассмотрим лишь члены, зависящие от управления u.
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Максимумы H и H1 по управлению u будут совпадать, считая (0=-1, получаем 
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Найдем экстремум H1 по управлению u
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Таким образом, оптимальное управление определяется так
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Далее, выразим управление u через выходную переменную x. Для этого необходимо найти связь между вспомогательной переменной (1, через которую представлен закон управления (1.97), и выходной переменной x.

Учитывая, что для экстремали найдено 
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, рассмотрим уравнения
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   –  исходное уравнение


[image: image306.wmf]1
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      –  сопряженное уравнение

Решая эту систему уравнений, необходимо переменную (1 выразить через  x. Но здесь также начальные условия для x заданы, а для (1 – неизвестны.

Найдем решение для этой системы уравнений. Удобнее перейти к операторной форме записи
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Характеристическое уравнение 
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[image: image312.wmf]c
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Решение для 
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Подставляем 
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 в уравнение 
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, отсюда для (1 находим 
[image: image318.wmf]t

p

t

p

e

c

a

p

c

e

c

a

p

с

2

2

1

2

1

1

1

1

1

)

(

2

)

(

2

-

+

-

=

y

.

Таким образом, получаем решения для x и (1.
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Для устойчивой системы необходимо положить c2=0, в противном случае при t((, x((.

При c2=0 
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Таким образом, закон управления через x принимает вид

Имели:
Получили:
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где 
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Аналитическое конструирование регуляторов на основе критерия обобщенной работы
Функционал качества общего вида в форме задачи Больца записывается так
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Эта общая формула функционала, которую называют классической. Минимизация этого функционала при оптимизации многомерных, нелинейных систем связана с большими трудностями. Поэтому часто пытаются упростить это выражение.

Подынтегральная функция f0(x,u,t) зависит от двух векторных аргументов: вектора состояния x и вектора управления u, что в основном и является причиной возникающих трудностей при решении задачи оптимизации.

Решение упрощается, если функцию f0(x,u,t) можно представить в виде суммы функций, зависящих только от x(t), t и от u(t), t то есть
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где Q и u – заданные, обычно положительные функции. 

Функционал 
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  называют классическим функционалом с аддитивной функцией затрат на управления. (Аддитивная – то есть представляемая в виде суммы).

Функция затрат на управление часто задается так
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Здесь qj>1 – заданные действительные числа такие, что 
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- есть четная функция от uj, kj>0 – заданные коэффициенты. Для этого случая имеем
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Широко используется классический функционал с аддитивной квадратичной функцией затрат на управление.

Пусть qj=2
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 – диагональная невырожденная матрица заданных коэффициентов.

Классический квадратичный функционал Летова-Калмана.

Пусть все три функции V,Q,u выражаются квадратичными формами
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(, (, k-1 – заданные квадратные матрицы коэффициентов.

Соответствующий функционал имеет вид
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А.М. Летов в 1960 году ввел термин “Аналитическое конструирование оптимальных регуляторов” (АКОР).

Трудности решения задач и в этом случае для многомерных нелинейных систем привели к появлению функционала обобщенной работы (ФОР) – эти функционалы упрощают решение задачи.
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где  
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 специально подобранная функция.

В дальнейшем решение задачи проводится с использованием метода динамического программирования или принципа максимума по известным методикам.

1.8 Оптимальное управление при не полностью измеряемом векторе состояния
Оптимальное управление при случайных внешних возмущениях и полностью измеряемом векторе состояния. Матрица регулятора и уравнение Риккати


Пусть объект управления описывается уравнением
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- n-мерный вектор внешних возмущений, являющийся гауссовским случайным процессом типа «белый шум» с нулевым математическим ожиданием 
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и ковариационной матрицей
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где 
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Пусть начальное состояние также является гауссовским случайным вектором, не зависящим от внешних возмущений и имеющим при 
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Рассмотрим критерий качества 
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где 
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и 
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 - положительно определенные матрицы размером (
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Требуется найти управление 
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 как функцию текущей и прошлой информации о 
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, при которой функционал (1.6) принимает наименьшее значение. 


Так как текущая информация носит случайный характер, то и формируемое на ее основе управление также будет случайным (стохастическим) управлением. Интересным является тот факт, что наличие «белого шума» в уравнении (98) не изменяет оптимального управления, которое было получено в предыдущей лекции при отсутствии внешних возмущений. Изменяется лишь значение минимума критерия. Этот результат формулируется в виде следующего утверждения:


Оптимальное стохастическое управление для объекта (1.98), при котором функционал (1.103) принимает наименьшее значение, имеет вид 
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при  краевом условии 
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Значение функционала (1.103) при управлении (1.104) определяется выражением 
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Здесь tr А означает след матрицы квадратной матрицы А. По определению 
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 - диагональные элементы матрицы А.


В стационарном случае, когда матрицы в уравнении (1.98) и в функционале (1.103) не зависят от времени, а интенсивность стационарного «белого шума» характеризуется матрицей чисел 
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Во многих случаях полагают, что время функционирования системы велико, т.е. 
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Причиной этого является неограниченная энергия «белого шума», поэтому вместо функционала (1.109) принимают функционал
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Синтез стохастических систем при неполной информации о векторе состояния. Теорема разделения. Фильтр Винера. Фильтр Калмана


В случае, когда непосредственному измерению доступны не все переменные состояния объекта управления, а сами измерения выполняются с ошибками, система уравнений (1.98)-(1.102) дополняется еще одним уравнением (уравнением наблюдения):
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- матрица наблюдения, определяемая структурой измерительной системы,
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мерный вектор ошибок (шумов) измерения, также полагающийся случайным процессом типа «белый шум» нулевым математическим ожиданием 
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и ковариационной матрицей
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 где 
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Кроме того, введем известные начальные условия:
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Требуется найти управление u(t), зависящее от измеряемого вектора 
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, такое, чтобы критерий 
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где 
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и 
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 - заданные положительно определенные матрицы размером (
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Теорема разделения:  Оптимальное в смысле функционала (1.116) стохастическое управление объектом (1.98), (1.112) имеет вид
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где 
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- матрица коэффициентов усиления, определяемая соотношениями (1.105), (1.106), (1.107), которые получены для оптимального в смысле функционала (1.103) стохастического управления при полностью измеряемом векторе состояния объекта (1.98),

     вектор 
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- это оценка n-мерного вектора переменных состояния, получаемая  оптимальным наблюдателем.


Регулятор, формирующий искомое управление,  состоит из двух частей:

- устройства, реализующего оптимальный закон управления (1.105), в котором вместо неизвестного вектора состояния 
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- устройство для получения данной оценки – оптимальный наблюдатель.

Рассмотрим линейную систему измерений (см. рис. 1.22): 
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Рис. 1.22 

На её вход поступает смесь полезного сигнала 
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Требуется  синтезировать линейный фильтр с минимальной среднеквадратической 

ошибкой восстановления формы сигнала:
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Знак   ^
[image: image391.wmf]обозначает оценку сигнала.

Запишем выражение  для оценки выходного сигнала
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[image: image393.wmf]
где  
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Отсюда видно, что для обеспечения минимума ошибки вариации подлежит только
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Определим квадрат ошибки:
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Проведем усреднение её составляющих, обозначив:
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Тогда, в соответствии с (1.121)  получим
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При усреднении полагаем, что шум  
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 и сигнал 
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 являются стационарными случайными сигналами с нулевым средним.
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Определим конкретные значения дисперсий:
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Таким образом, среднеквадратическая ошибка определяется выражением:
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Пусть  
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 известна и соответствующая ей ошибка минимальна  
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, тогда произвольная весовая функция 

                                                  
[image: image410.wmf](

)

(

)

(

)

t

g

t

w

t

w

h

+

=

0

,                                     (1.127)

где g(t) – любая функция, только увеличивает значение ошибки  
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Подставим (1.107) в (1.106):
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Найдём минимальное значение ошибки:
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В силу произвольности функции g(t)  получаем  окончательное выражение:
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Это выражение называется уравнением Винера-Хопра. Данное  интегральное уравнение 1-го ряда определяет оптимальную ИПФ  фильтра, обеспечивающего  воспроизведение полезного сигнала с  минимальной СКО.

Подвергнем  левую и правую части (1.131) преобразованию Фурье:

                                   
[image: image418.wmf](

)

(

)

(

)

w

w

w

y

xy

K

w

K

×

=

0

,                                              (1.132)

Откуда следует выражение для ПФ оптимального фильтра:
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Если помеха и сигнал некоррелированы друг с другом (см. рис. 1.23), как в данном случае, то:
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[image: image421]
Рис. 1.23
Оптимальная  ПФ фильтра не зависит  от частоты в пределах  полосы, занимаемой сигналом, т.к. спектры сигнала и шума не пересекаются. Это идеальный случай.

В реальности это не так (см. рис. 1.24).

[image: image422]
Рис. 1.24
Оптимальный фильтр имеет тем большее значение там, где уровень спектральной плотности сигнала  выше уровня спектральной плотности помехи.


В работах  Р.Калмана и Бьюси были получены уравнения физически реализуемого оптимального наблюдателя, которые были дальнейшим развитием результатов Колмогорова А.Н. и Винера Н. Эти уравнения фильтра Калмана  сформулируем в виде следующего утверждения:
Оптимальный наблюдатель в случае не полностью измеряемого вектора состояния имеет вид: 
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где матрица 
[image: image424.wmf]K(t)

 определяется из условия минимума функционала ошибки наблюдения (фильтрации) 
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[image: image427.wmf])
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- заданная положительно определенная матрица. При этом уравнение для ее определения имеет вид:
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где 
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с начальными условиями 
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Суть оценивания вектора состояния с помощью фильтра Калмана может быть сведена к достаточно простой сути:

оценка вектора 
[image: image435.wmf])
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состоит из двух компонент – прогноза и коррекции прогноза. Прогноз представляет собой первое и второе слагаемое в уравнении (1.137) -  
[image: image436.wmf])

t

(

u

)

t

(

B

)

t

(

x

)

t

(

A

+

)

. Это отражает движение объекта в соответствии с моделью объекта (98). Коррекция прогноза представляет собой вектор невязки – выражение в скобках, умноженное на матричный коэффициент усиления  
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 является разностью между измеренным вектором наблюдении и его прогнозным значением, или значением, которое он имел бы, если бы объект управления двигался в соответствии с моделью (1) при отсутствии внешних возмущений. Предпочтение какой-либо из компонент в уравнении можно отдать с помощью матричного коэффициента, являющегося весовым коэффициентом. Если измерения производятся с минимальными погрешностями, то коррекции прогноза уделяется должное внимание, матричный коэффициент большой в силу малости матрицы интенсивностей шумов измерений.  В противном случае основной   составляющей оценки вектора состояния является прогноз по модели движения. Структурная схема модели с прогнозом представлена на рис.1.25.

[image: image439]
Расширенный фильтр Калмана.

Рассмотрим объект, описываемый нелинейными уравнениями
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где 
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Пусть требуется по результатам измерения вектора 
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 восстановить

(оценить) вектор состояния 
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Для решения этой задачи применяют несколько подходов. Один из них заключается в применении расширенного фильтра Калмана.

Будем для простоты рассмотрения полагать, что в уравнениях объекта u=0.

Пусть в некоторый момент времени получена оценка 
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 вектора состояния объекта. Разложим в окрестности этой оценки нелинейные вектор-функции 
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где элементы 
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С учетом этих выражений соотношения (1.142), (1.143) примут вид:
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Уравнение для матричного коэффициента усиления аналогично (1.137) и (1.138).

В ряде случаев, когда программа движения известна, система управления работает достаточно точно, удается линеаризовать уравнения фильтра вблизи опорной траектории. Однако в обоих этих случаях необходимо хорошее начальное приближение для вектора состояния, т.к. в противном случае погрешности линеаризации приводят к расходимости оценок и срыву управления.

Интерес представляет ситуация, когда начального приближения найти не удается, например, при решении задач по перехвату боеголовок противника, когда начальная оценка в принципе неизвестна. Для получения оценок вектора состояния применяют методы проективной геометрии, используя групповые операторы вращения и трансляции. Рассмотрим этот подход.

Пусть уравнение наблюдения нелинейно 
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Ряд измерительных систем имеют  навигационные функции, которые позволяют произвести разделение уравнений наблюдения на линейную часть и функционалы, содержащие нелинейность:
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где 
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- линейная часть уравнения наблюдения,


[image: image466.wmf]y(t))

V(x(t),

 - нелинейность, вызванная, например, параболическим характером навигационной функции измерительной системы,
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 - нелинейная часть уравнения наблюдения.


Введем в рассмотрение проектор – матрицу, определенную на пространстве нелинейной части уравнения наблюдения:
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где 
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Используем известное нам из линейной алгебры свойство матриц:


[image: image472.wmf]A

A

AA

-1

=


Умножим слева уравнение (1.148) на проектор (1.149), получим
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Рассмотрим второе слагаемое в этом уравнении, опустив для простоты все аргументы матриц
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Таким образом, второе слагаемое исключено из уравнения наблюдения, а вместе с ним и вся нелинейность. В результате исходное уравнение наблюдения становится линейным, что позволяет решить проблему отсутствия начального приближения и получать текущую оценку фильтром Калмана с линейным уравнением наблюдения:
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Таким образом, может быть решена задача оптимального оценивания для системы с нелинейной моделью измерительной системы в условиях отсутствия хорошего начального приближения, не позволяющего линеаризовать уравнения фильтра разложением в ряд.

1.9. Классификация алгоритмов оптимального управления
Классификацию алгоритмов оптимального управления целесообразно осуществлять с учетом решаемых задач и условий, для которых предназначен тот или иной алгоритм. Задача оптимального управления может решаться системой в целом включающей не только аппаратные или программные модули формирования управляющих воздействий, но и модули оценивания идентификации, адаптации и реконфигурации. Тем не менее, алгоритмы оптимального управления целесообразно классифицировать по объему необходимой априорной и текущей (апостериорной) информации, виду функционала, необходимой вычислительной производительности, назначению и другим подобным признакам.

Классификация по объему необходимого информационного обеспечения и характеру решаемых задач

Модель управляемого процесса и измерение его параметров являются основой всякого управления. Поэтому количество необходимой для функционирования системы (алгоритма) текущей и исходной информации можно считать одним из важнейших классификационных признаков. Априорную (исходную) и апостериорную (текущую) информацию, используемую в процессе управления можно считать информационным обеспечением управления.

Укрупненная классификация алгоритмов автоматического управления по признаку необходимого информационного обеспечения приведена в таблице 1.1.

Таблица 1.1

	Текущее информационное обеспечение
	Исходное информационное обеспечение

	                                                   характеристика

    характеристика
	Высокое
B(1)
	Среднее
C(3)
	Малое
M(3)

	Высокое   B(1)
	BB(1.1)
	BC(1.2)
	BM(1.3)

	Среднее   C(3)
	CB(2.1)
	CC(2.2)
	CM(2.3)

	Малое      M(3)
	MB(3.1)
	MC(3.2)
	MM(3.3)


Как исходная, так и текущая информация делятся на три уровня: высокий, средний, малый. Варианты одной строки отличаются объемом необходимого исходного информационного обеспечения. Варианты одного столбца – объемом текущего информационного обеспечения.

Исходное информационное обеспечение осуществляется на стадии проектирования. Текущее информационное обеспечение осуществляется за счет измерений параметров в процессе управления.

Осуществление управления затрудняется при перемещении в таблице 1.1 сверху вниз, слева направо.

Данная трудность носит принципиальный характер и не может быть полностью преодолена никакими алгоритмическими либо вычислительными средствами.

Однако следует различать различные группы вариантов. Рассмотрим варианты верхней строки таблицы (BB, BC, BM). Здесь текущее информационное обеспечение высокое, а исходное изменяется от высокого до малого. Для управления в случаях  BC, BM  служат алгоритмы адаптивного автоматического управления или  алгоритмы с обучением. Здесь недостаток исходной информации восполняется за счет текущей информации, получаемой в процессе управления. За счет высокосовершенного алгоритмического обеспечения и высокопроизводительных вычислительных средств даже для варианта  BM  можно получить высокоэффективное управление.

Все это, но уже с меньшими возможностями, относится и к вариантам второй строки таблицы 1.1. Для вариантов  CC  и отчасти  CM  можно применять алгоритмы адаптивного управления.

Задачи типа  BM, когда налицо достаточно полное исходное информационное обеспечение, но текущая информация резко ограничена, могут решаться посредством программных управляющих воздействий (вплоть до систем разомкнутого типа).

Самыми сложными являются условия  MM. Относительно сложными являются и условия  MC  и  CM. И хотя в абстрактно-математической современной ТАУ задачи, соответствующие этим условиям весьма популярны, в действительности возможности управления в отмеченных случаях резко ограничены.

Классификация по  цели управления

Другой группой классификационных признаков алгоритмов автоматического управления являются решаемые задачи либо цели управления, выраженные в виде минимизируемого функционала.

Для детерминированных процессов с непрерывным временем, описываемых в пространстве состояний, минимизируемый функционал в достаточно общем случае задается в форме 
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где
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 (  заданная с точностью до матрицы параметров;


(    (  скалярная функция конечного состояния процесса 
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Эта часть функционала называется терминальной.
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 (  скалярная функция состояния, управления;


(    (  вектор параметров, определяющий зависимость 
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k    (  вектор параметров, определяющий зависимость  
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Функционал общего вида можно назвать классическим, так как при  
[image: image482.wmf]k

t

t

=

1

  он использовался в классических задачах вариационного исчисления:

задача  Больца,

задача  Лагранжа,

задача  Майера.

Если опустить векторы параметров, как аргументы функций в (1), то функционал Больца запишется в виде:
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При решении практических задач часто используются частные формы классического функционала, облегчающие решение задачи оптимизации.

Классический функционал с аддитивной функцией затрат на управление
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Классический функционал с аддитивной степенной функцией затрат на управление
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 (  заданные действительные числа, такие что 
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Классический функционал с аддитивной квадратичной функцией затрат на управление
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 (  диагональная матрица заданных коэффициентов
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Классический квадратичный функционал (Летова-Калмана)
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 (  заданные квадратичные матрицы параметров


[image: image497.wmf]ò

ò

-

+

+

=

1

0

1

0

)

(

)

(

2

1

)

(

)

(

2

1

)

(

)

(

2

1

1

2

2

t

t

T

t

t

T

T

dt

t

u

K

t

u

dt

t

x

t

x

t

x

t

x

J

b

r

.

 Синтез законов управления детерминированными процессами при классических формах функционалов

Вычислительные затраты при оптимизации сложных динамических систем при классических формах функционалов настолько велики, что соответствующие методы применяются только на стадии проектирования. Даже в этом случае практическое использование методов резко ограничено. Это связано с быстрым ростом мощности множеств, с которым приходится сталкиваться при усложнении нелинейных математических моделей управляемых процессов.

Варианты уравнений Беллмана.

Пусть управляемый процесс описывается уравнением
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а функционал соответствует задаче Больца
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Рассматриваемая задача синтеза алгоритмов класса BB.

Тогда уравнение Беллмана имеет вид
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Для функционала с аддитивной функцией затрат на управление и процесса с линейно входящим управлением
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тогда
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Таким образом, различные формы классических функционалов приводят к различным формам уравнения Беллмана. Синтез оптимальных управлений сводится к решению уравнения Беллмана. Решение данного уравнения для многомерных нелинейных объектов встречает принципиальные трудности, связанные с высокими мощностями конечных множеств, с которыми приходится иметь дело при приближенном численном решении данных уравнений. Аналитическое же построение точных решений существует лишь для линейно-квадратичных задач.

В общем случае для решения уравнения Беллмана может использоваться численное решение методом динамического программирования, которое требует огромного объема памяти и значительных вычислительных затрат.

Для численного решения уравнений в частных производных для общего случая, для аддитивной функции затрат на управление, для степенной и квадратичной функций 
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 могут быть построены разностные схемы и соответствующие процессы численного интегрирования. Однако и в этом случае актуально “проклятие размерности”.

Если функции  
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 представлены в виде рядов по каким-либо базисным функциям, то решения уравнений Беллмана можно также искать в виде рядов по этим функциям.

Синтез законов оптимального управления линейными объектами при квадратичном функционале осуществляется процедурой АКОР.

 Синтез законов управления стохастическими процессами при функционалах классического типа

В процессе синтеза законов управления стохастическими процессами используются две формы функционалов. Первую форму образуют функционалы в виде безусловного математического ожидания классических функционалов
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Вторую форму составляют формулы в виде условного математического ожидания классических функционалов
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где 
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 (  условная плотность вероятности при определении множества наблюдаемых  параметров z в течение рассмотренного интервала времени.

Эти две формы функционалов порождают разные формы алгоритмического обеспечения.

Для нелинейных систем задача синтеза путем минимизации функционала  J  сложнее, чем для детерминированного процесса.

Для функционалов 
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 для нелинейных задач приближенно, а для линейно-квадратичных задач точно, справедлива теорема разделения. Это делает синтез законов управления стохастических систем по  своей сложности примерно эквивалентным синтезу алгоритмов управления детерминированными системами.

Приближенное разделение осуществляется для стохастического нелинейного объекта с линейно входящим управлением; для случая минимизации функционала со степенной функцией 
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; для случая с квадратичной функцией 
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Точное разделение применяется для линейно-квадратичных задач оптимального управления марковскими процессами.
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Рис. 1.12
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Рис. 1.15
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Рис. 1.16
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Рис. 1.25 Структурная схема модели
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